
STOP 



Early Journal Content on JSTOR, Free to Anyone in the World 

This article is one of nearly 500,000 scholarly works digitized and made freely available to everyone in 
the world by JSTOR. 

Known as the Early Journal Content, this set of works include research articles, news, letters, and other 
writings published in more than 200 of the oldest leading académie journals. The works date from the 
mid-seventeenth to the early twentieth centuries. 

We encourage people to read and share the Early Journal Content openly and to tell others that this 
resource exists. People may post this content online or redistribute in any way for non-commercial 
purposes. 

Read more about Early Journal Content at http://about.jstor.org/participate-jstor/individuals/early- 
journal-content . 



JSTOR is a digital library of académie journals, books, and primary source objects. JSTOR helps people 
discover, use, and build upon a wide range of content through a powerful research and teaching 
platform, and préserves this content for future générations. JSTOR is part of ITHAKA, a not-for-profit 
organization that also includes Ithaka S+R and Portico. For more information about JSTOR, please 
contact support@jstor.org. 



Remarque au sujet du théorème d'Euclide sur l'infinité 
du nombre des nombres premiers. 

Pae M. Joseph Perott h Gra-Thumiac {Morbihan). 



1. 

Il convient d'abord d'exposer les notions' de la théorie des groupes eulériens* 
Imaginons un ensemble Cl composé d'un nombre fini n d'éléments différents entre 
eux 

Chaque élément sera d'ailleurs considéré comme figurant dans l'ensemble 12 
autant de fois que l'on veut. A chaque couple d'éléments a h et a k de l'ensemble 
XI, on peut coordonner un élément faisant partie du même ensemble. Nous 

* Fermât, Lettre du 18 octobre 1640 (Opéra varia. Tolosae, 1679, p. 163) ; Euler, Observationes de theorem- 
vte quodam Fermatiano aliisque ad numéros primos spectantibus (Commentarii Academiae Petropolitanae, 
t. VI, p. 103), Theorematam quorundum ad numéros primos speetantium demonstratio (Comm. Acad. Petrop. 
t. VIII, p. 141), Theoremata eirea dimsores numerorum (Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, 
t. I, p. 30), Theoremata eirea residua ex divisione potestatum rélieta (N. Comm. t. VII, p. 49), Disquisitio 
accuratior eirea residua ex divisione quadratorum altiorumque potestatum per numéros primos rélieta 
(Opuscula Analytioa, Petropoli, 1783, t. I, p. 121), Demonstrationes eirea residua ex divisione potestatum 
per numéros primos resultantia (N. Comm. t. XVIII, p. 85), De quibusdam eximiis proprietatibus eirea 
divisores potestatum occurrentibus (Opusc. Anal. 1. 1, p. 242), Miscellanea analytiea (Op. Anal. t. I, p. 329) ; 
Gauss, Disquisitiones arithmeticae, passim, Démonstration de quelques théorèmes concernant les périodes 
des elasses des formes binaires du second degré (Werke, t. II, p. 266) ; Abel, Mémoire sur une classe particu- 
lière d'équations résolubles algébriquement (Œuvres, Christiania, 1839, t. I, p. 115) ; M. Sohering, Die 
Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen (Abhandlungen der Kôniglichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen, Bd. XIV) ; M. Kronecter, Auseinandersetzung einiger 
Eigenschaften der Klassenanzahl idealer complexer Zahlen (Monatsbericht der Berliner Académie vom 1 
December, 1870) ; MM. Frobenius et Stickelberger, JJeber Qruppen von vertauschbaren Elementen (Journal 
fiir Mathematik, Bd. 86, p. 217) ; M. "Weber, Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratisehe 
Form unendlich viele Primzahlen darzustellen fàhig ist (Mathematische Annalen, Bd. XX, p. 301J; M. 
Schering, Zur Théorie der quadratischen Reste (Acta Mathematica, 1. 1, p. 153) ; M. Weber, Théorie der 
AbeVschen Zàhlkôrper (Acta Mathematica, t. VIII, p. 193 et t. IX, p. 105). 

Ce n'est qu'après avoir achevé le brouillon de mon travail que j'ai eu connaissance des travaux de 
MM. Frobenius, Stickelberger et Weber que je viens de citer. C'est pour cette raison que ma termin- 
ologie diffère souvent de celles de ces géomètres. 
14 
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désignerons ce dernier élément par a h} k et nous écrirons 

a h a k =1 a h,k- 

Si l'on donne tant à h qu'à h toutes les valeurs depuis 1 jusqu'à n , on obtiendra 
n* relations analogues à la précédente. On voit que a Kk doit avoir un sens même 
dans le cas où h = Je. Si de plus a hik diffère toujours de a h ^ k tant que h 1 diffère 
de h % et a h ^ ki diffère toujours de a AS2 tant que k t diffère de Je % , l'ensemble H 
porte le nom de groupe. Il est clair que la manière de coordonner les éléments 
entre dans la définition du groupe H. Le nombre n est Vordre du groupe H. 
Si à chaque élément a h du groupe H on peut coordonner un élément a' h d'un 
groupe H' composé de n éléments 

a^ t a^) . . ♦ ♦ a n — ^, a n 

et si de plus a' h>li sera toujours l'élément coordonné à a hylt , quelles que soient 
les valeurs de h et de h, la théorie du groupe H' sera la même que celle du 
groupe II. 

On peut imaginer un procédé arithmétique $ tel qu'en l'appliquant sur les 
indices h et h on obtienne l'indice h, h 

<p(h, h) ■=■ h , h . 

Quelquefois il est commode de remplacer les indices 

1, 2, . . . . n — 1, n 

par d'autres nombres différents entre eux 

%, u % , . . . . u n _ lt u n 

afin de simplifier le procédé <?>. Bien souvent, quand les éléments du groupe H 
sont susceptibles d'être l'objet d'une opération mathématique, il existe une opéra- 
tion 4> tel qu'on ait pour toutes les valeurs de h et de h, 

Un tel procédé ^ porte le nom de composition et nous dirons qu'en composant les 
éléments a h et a h , on obtient l'élément a hyk . Nous emploierons cette fapon de 
parler même dans le cas où nous ferons abstraction d'un procédé tel que ^. Un 
groupe est dit associatif quand on a toujours 

a h, k a l —~ ®h a k, l 

quelles que soient les valeurs de h, Je et 1. Un groupe est dit commutatif quand 
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on a toujours a hyk = a kth 

quelles que soient les valeurs de h et de h. 

Un groupe peut être associatif sans être comniutatif. On peut citer comme 
exemple le groupe bien connu qui se présente dans la théorie des fonctions 
elliptiques. Ce groupe se compose de six éléments 

a l> a 2> a 3> a i> a 5> a 6 

que l'on coordonne de la manière suivante 



11 = 1 


12= 2 


13 = 3 


14 = 4 


15 = 5 


16 = 6 


21 = 2 


22= 1 


23= 4 


24 = 3 


25 = 6 


26 = 5 


31 = 3 


32 = 6 


33= 1 


34= 5 


35 = 4 


36= 2 


41 = 4 


42 = 5 


43 = 2 


44= 6 


45 = 3 


46= 1 


51 = 5 


52 = 4 


53 = 6 


54= 2 


55 = 1 


56 = 3 


61 = 6 


62= 3 


63 = 5 


64= 1 


65= 2 


66 = 4 



où, pour abréger, nous avons écrit h au lieu de a h et hh au lieu de a h a k . 

Un groupe peut être commutatif sans être associatif. Tel est le groupe 
composé de trois éléments 

Cil, ®2i ®3 

coordonnés de la manière suivante 



11 = 1 


12= 3 


13 = 2 


21 = 3 


22= 2 


23 = 1 


31 = 2 


32 = 1 


33 = 3 



Un groupe associatif et commutatif porte le nom de groupe eulêrien. Comme 
ce sont les groupes eulériens qui feront l'objet de notre étude, nous dirons souvent 
pour abréger, groupe tout bonnement au lieu de groupe eulêrien. Quand il nous 
faudra employer le mot groupe dans un sens plus général, nous en avertirons 
dans une note. 

2. 

Soit £1 un groupe eulêrien d'ordre n et (A) une suite de m éléments quel- 
conques de ce groupe 

cii, <%2, . . . . a m _i, cc m . 

Le nombre des éléments différents de la suite (A) peut d'ailleurs être soit égal à 
m soit inférieur à ce nombre. Si l'on compose a x avec a 3 , on obtient un élément 
que nous avons désigné par a li2 ; de même, en composant a 1<2 avec a 3 on obtient 
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un élément qu'on peut désigner par a li2>3 et ainsi de suite jusqu'à ce que tous 
les éléments de la suite (A) se trouvent réunis en un seul élément qu'on peut 
désigner par a^ 2 m _i, m - Nous écrirons 

(XjOtg .... <ï m _ \a m ^^ <Zj J g m— 1, m- 

Mais cette manière de réunir les éléments de la suite (A) en un seul n'est pas la 
seule. Soit u lt u it . . . . u m _ 1 u m 

une permutation quelconque des m premiers nombres naturels ; en opérant sur 
la suite a Ul , a Ui , . . . . a Um _ it a Um 



comme nous avons opéré sur la suite (A), on obtient un élément «„,,„,, «„_!,«„• 

Nous verrons qu'on aura toujours 

a l, 2 m — 1, m \,»,, . .. .t»„_i, <,' 

Mais il s'en faut de beaucoup pour que cette manière de réunir les m éléments 
de la suite (A) en un seul soit la plus générale. Remplaçons deux éléments 
quelconques de la suite (A), a h et a k par exemple, par l'élément a htk et rangeons 
les éléments de la suite (A) ainsi transformée dans un ordre quelconque ; nous 
obtiendrons une suite de m — 1 éléments 

ai, &g, . . . . a m _2, a m _i 

que je désignerai sous le nom d'une suite (A'). En opérant de la même manière 
sur une suite (A 1 ) on obtient une suite (A") 

a" a" n" a" 

Après avoir opéré m — 1 fois on obtient un élément a[ m ~ 1} . Il s'agit de démon- 
trer que l'on aura toujours 

"t. 2, . . . . m —1, » — "1 

c. à d. que de quelque manière qu'on s'y prenne afin de réunir les m éléments de 
la suite (A) en un seul, le résultat sera toujours le même. Pour m = 1 la propo- 
sition est évidente et pour m = 2 elle résulte immédiatement de la propriété 
commutative du groupe CL. Soit maintenant 

m = 3. 
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On peut réunir les trois éléments 

en un seul de douze manières différentes et l'on obtient les éléments 
a lti a 3 , a> ls a 2 , a 21 a 3 , Og,^, as.iOgj #3,2^1» 

a l a 2,3) a l a 3, 2> a i a \, 3) a % a 3, 1) <*3 a l, 2> ^3^2, 1- 

Or en vertu des propriétés commutative et associative du groupe II, on obtient 
successivement 

a l, % a % -~ a 2, 1^3 == #2^1, 3 == Q,%(l% t i 
= %, 3°^ —- ^3, 2 (f l := ^3^2, 1 == <hfh., 2 
== <^3, 1^2 ~~ *^1, 3^2 ~ <Vs, 2 == ^hP"i, 3 • 

La proposition est donc vraie pour m = 3. 

Supposons maintenant la proposition vraie pour 

m = v > 3 

et faisons voir qu'elle sera encore vraie pour 

m = v + 1. 

Soit (J.) une suite de « + 1 éléments quelconques du groupe Q. 

Q>i, &%, . . • . oi „ , os„ ^_ i , 

je considère deux suites (A 1 ) quelconques, dont je désignerai une par (QJ) afin de 
la distinguer de l'autre qui sera toujours désignée par (A'). Les éléments d'une 
telle suite n'étant qu'au nombre de v, il est indifférent de quelle manière on 
procédera afin de les réunir en un seul. Il suffit que je montre que si l'on pro- 
cède d'une certaine manière, les deux suites conduiront au même résultat. La 
suite (A') renferme un élément tel que a h<l obtenu par la composition de deux 
éléments a h et a t de la suite (A) ; les autres éléments de la suite ( A') ne sont 
autres que ceux de la suite (A) moins a k et a t . De même la suite (^') renferme 
un élément tel que a fti t et tous les éléments de la suite (A) moins a k et a t . 
Cela étant ainsi, il y a trois cas à considérer. 

1 er cas. On a a h = a k , a i = a l . 

Dans ce cas la suite (^') ne peut différer de la suite (A') que par l'ordre de ses 
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éléments. Les deux suites conduiront donc au même résultat. Il en serait de 
même si l'on avait 

2 me cas a h = a k 

tandis que a* est différent de a t . Dans ce cas je déduis de la suite (A') la suite 
(A") suivante a h>i<l , 

où le pointillé indique tous les éléments de la suite (A); moins a h , a t et a t . De 
même de la suite (^J) je déduis la suite (^") suivante 

a k, l,ii ' ' ' • 

où le pointillé indique tous les éléments de la suite (A) moins a k (qui est égal à 
a h ) , ai et a { . Or on a 

a h,i,l = a k,l,i 

les suites (A") et (^") ne peuvent donc différer que par l'ordre de leurs éléments 
et conduiront par conséquent au même résultat. La supposition 

a h = a t 

et a { différent de a k rentre dans le même cas. 

3 me cas. L'élément a h est différent de a k et de a t et l'élément a t est différent 
de a k et de a z . Dans ce cas je déduis de la suite (A') la suite (A") suivante 

où le pointillé indique* tous les éléments de la suite ( A) , moins a h , a it a k et a t . 
De même de la suite (J^'), je déduis la suite (^") suivante 

a h,i1 a k, Il • • • • 

où le pointilléf indique en core tous les éléments de la suite (A) moins a h , a f , a k 
et a t . Les suites (A") et (^") ne peuvent donc différer que par l'ordre de leurs 
éléments et conduiront par conséquent au même ..résultat. La proposition se 
trouve ainsi démontrée dans toute sa généralité. J 

* Pour v — 3 le pointillé est à supprimer. 
t Pour v — 3 le pointillé est à supprimer. 

î Cf. Lejeune Dirichlet, Vorlesungen ûber Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, 3te Auflage, 
Braunschweig, 1879. 
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En particulier, on peut distribuer les éléments de la suite (A) en un certain 
nombre u de compagnies * 

puis réunir les éléments de chaque compagnie B k en un seul élément b k ; on aura 

tOUJOUrS «l,2,....m = &l,2 »• 

3. 

La grande analogie qui existe entre la composition et la multiplication 
permet d'emprunter à la théorie de cette dernière beaucoup de termes déjà con- 
sacrés par l'usage. Si, en composant l'élément \ avec l'élément b 2 , on obtient 
l'élément c, nous dirons qu'en multipliant b x avec b 2 on obtient c; \ sera le 
multiplicande, b % le multiplicateur et c le produit. Mais comme le produit c ne 
change pas, si l'on prend b 2 pour multiplicande et b x pour multiplicateur, on peut 
donner tant à b x qu'à b % le nom général de facteur. D'une manière générale si, 

en réunissant m éléments 

Oi, o 2 , . . . . o TO _i, o m 

en un seul, on obtient c, l'élément bien déterminé c portera le nom de produit, 

et chacun des éléments b sera désigné sous le nom de facteur. Obtenir l'élément 

c à l'aide des éléments 

b\, Og, . . . . o m — i) o m 

par la réunion de ces derniers en un seul, s'appelle effecteur le produit des dits 
éléments. Nous avons vu qu'il y a plusieurs manières de réunir les éléments 

1( 2 , . . . . O m _!| O m 

en un seul, mais que toutes ces manières conduisent au même résultat. A cha- 
cune de ces manières correspond une certaine manière d'effectuer le produit des 

éléments b lt b % &m-i» &m» 

En écrivant b x b z . . . . & m _i& TO 

nous supposons qu'on effectuera le produit en composant b x avec 6 2 , puis le 
résultat de composition avec b s , et ainsi de suite. Mais toutes les fois qu'il 

* J'évite le mot groupe. 
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s'agit uniquement du produit, la manière de l'effectuer est indifférente. L'égalité 

h\ • • • • b m _-fi m = c 

peut donc être considérée comme exprimant ce fait que, en réunissant les élé- 
ments &!,£,,.... 5 OT _i, b m en un seul, on obtient l'élément c. Si, en composant 
b ± avec J lt puis le résultat de composition avec b lt et ainsi de suite m fois, on 
obtient l'élément c, nous dirons qu'en élevant l'élément b x à la puissance m. on 
obtient c et nous écrirons 

b?=c. 

L'élément c portera le nom de puissance m-ème de J x . On aura d'ailleurs, 
comme en algèbre, 

b\b\ = b\+ k , 
(b 1 b 2 ) h = b h 1 bl 

et (&*)* = 6f . 

Tout élément b du groupe fi peut donc être donné soit explicitement soit impli- 
citement sous forme d'un produit non effectué de plusieurs éléments qui à leur 
tous peuvent être donnés soit explicitement soit implicitement sous forme d'un 
produit de plusieurs éléments et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on parvient à des 
éléments donnés explicitement. Si un élément b donné explicitement ou impli- 
citement est identique* à un élément c donné soit explicitement soit implicitement 
pourvu qu'on exécute toutes les opérations indiquées, nous écrirons 

b = c (gr. £ï) 

afin de mettre en évidence le groupe £1. Une telle formule portera le nom 
d'égalité. Si l'on a 

b = c (gr. fi) 

et b 1 = c l (gr. £1) 

on peut en tirer 

bb x = gg x (gr. ££) . 

En effet, si l'on obtient les éléments b et b\ sous forme explicite et que l'on 
effectue le produit bb lf le résultat sera identique à celui auquel on arrivera en , 

*Les identités que nous considérons seront toujours d'une telle nature que si un élément est iden- 
tique à un autre, cet autre est identique au premier et que deux éléments identiques à un troisième, 
sont identiques l'un à l'autre. 
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obtenant d'abord c et c x sous forme explicite et en affectuant le produit cc x . Il 

en résulte que l'égalité 

bb x = cc x (gr. £1) , 

a lieu de quelque manière que l'on réunisse en un seul les éléments qui figurent 
dans b et b x d'un côté et aux qui figurent dans c et c x de l'autre côté. De même, 



i l'on a 


bb x ., 


b = c 
b x = c x 


(gr.n), 
(gr-n), 


m en tirera 


Om — 1 — Cm — \ 
• • • Um—l — cc l • • 


(gr.Il), 
. . c m _ x (gr. n) 



et on peut réunir en un seul tant les éléments qui figurent dans b, b x , . . . . b m _ x 

que ceux qui figurent dans c, c x . . . . c m _ x d'une manière quelconque. Cette 

proposition s'énonce en disant qu'on peut multiplier un nombre quelconque 

d'égalités membre à membre. Dans le cas particulier, où il s'agit d'une seule 

et même égalité 

b = c (gr. fi) 

répétée m fois, on aura 

b m — c m (gr. fl), 

c. à d. que l'on peut élever les deux membres d'une égalité à une puissance 
entière quelconque. 

4. 

Passons maintenant à la résolution du problème suivant. Etant donnés 

deux éléments quelconques a et & du groupe D., on demande de trouver un 

élément x tel qu'on ait 

ax = b (gr. D.) . 

Nous allons montrer qu'il existe toujours un élément x satisfaisant à cette égalité 
et qu'il n'en existe qu'un seul. En effet, en composant l'élément a avec tous 
les éléments du groupe fl on obtient m éléments différents, c. à d., abstraction 
faite de l'ordre, tous les éléments du groupe II. En particulier, la composition 
de a avec un certain élément u du groupe il donnera l'élément b. On voit 'qu'un 
tel élément u est unique. On aura donc 

x = u (gr. Il) . 
15 
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Une égalité telle que 

ax = b (gr. il) , 

où l'inconnue x entre au premier degré porte le nom d'égalité de premier degré 
et u est la solution de cette égalité. Trouver la solution d'une égalité de premier 
degré se dit résoudre une telle égalité. On voit qu'une égalité de premier degré 
admet toujours une seule et unique solution. En particulier, l'égalité 

ax = a (gr. il) 
admet une seule et unique solution 







x = u 


(gr.il). 


Soit de même 




X= V 


(gr. il) 


la solution de l'égalité 




bx — b 


(gr. il) 


et 




x—w 


(gr. H), 


la solution de l'égalité 




ax = b 


(gr. H) 


on aura 


bu 


= awu — 


aw = b 


d'où 




u = v 


(gr. n). 



(gr.il), 



Le groupe il renferme donc un seul et unique élément u tel qu'en le composant 
avec tout élément du groupe il, on obtient ci dernier élément lui-même. L'élé- 
ment u portera le nom à? élément-unité ou tout bonnement d'unité et sera désigné 
par 1. 

5. 

Soit a un élément quelconque du groupe il, en le composant avec lui-même 

on obtient a 2 ; de même en composant a 2 avec a on obtient a 3 , et ainsi de suite. 

Or comme la suite 

a, a 2 , a 3 , ... . 

peut être prolongée indéfiniment et que tous ses termes font partie du groupe il, 
elle doit renfermer des termes égaux ; on aura, par exemple, 

a w = a v (gr. il) ," 

où l'on peut supposer u^>v. Il en résulte 

a u-, a v = a v (gr.il), 

d'où a tt - v =l (gr.il). 
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Une certaine puissance de l'élément a est donc égale à l'unité. Soit t l'exposant 
le plus petit pour lequel on a 

a*=l (gr.n), 

il est clair d'abord que, quel que soit le nombre entier positif h , on aura 

a w —\ (gr.fl). 

Je dis qu'inversement, si l'on a 

a u = 1 (gr. Il) 

le nombre u est divisible par t. En effet, divisons u par t, si la division se fait 
sans reste, la proposition est démontrée ; si non soit le le quotient et l le reste 
qu'on peut toujours supposer positif et inférieur à t. On aura 

a « = a kt+i =1 (gr.il) 
d'où a l = l (gr.fl), 

contrairement à notre supposition que t est le plus petit exposant pour lequel 
on a é = 1 (gr. Il) . 

Le nombre u est donc divisible par t. En général, si l'on a 

a u = a v (gr. û) 

on en tirera u == v (mod. t) 

et inversement. 

Cela étant ainsi, on peut donner un sens aux puissances de a ayant pour 
exposant zéro ou un nombre entier négatif. En effet, on peut faire 

a = a'=l (gr.il). 

De même si — u est un nombre négatif divisible par t, on fera 

a-" = a°=l (gr. H). 

Si — u n'est pas divisible par t, soit h le quotient et l le reste qu'on peut toujours 
supposer positif et inférieur à t; on fera 

a- tt = a M+l = a l (gr. II). 
Si l'on a é—\ (gr. Il) 

et que t est le plus petit exposant positif pour lequel une telle égalité a lieu, on 
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dit que, dans le groupe H, l'élément a appartient à l'exposant t. Tout élément 
du groupe II appartient donc à un certain exposant. 

Appliquons les considérations précédentes à la résolution de l'égalité 

aœ = 5 (gr. Il) . 

Si a appartient à l'exposant t, la valeur 

x=ba t ~ 1 (gr. H) 

satisfait évidemment à l'égalité précédente. C'est donc la solution cherchée qui 
est unique comme nous le savons. Si l'on connaît l'exposant t* auquel appar- 
tient un élément a, il est facile de déterminer l'exposant auquel appartient une 
puissance de a telle que a k , par exemple. En effet, soit d le plus grand commun 
diviseur de t et de Je, on aura évidemment 

a*^ = a'£ = 1 (gr. H) . 

Si a h appartenait à un exposant t inférieur à -r , on aurait 

a kT = 1 (gr. Il) 
d'où Jet = (mod. t) . 

Le nombre ht serait donc un multiple tant de Je que de t, ce qui est impossible 

car on a -, ., , J_ 

d 

et Je -r- est le plus petit commun multiple de Je et de t . 

Si a appartient à l'exposant t et b à l'exposant u et t et u sont premiers 
entre eux, l'élément ah appartiendra à l'exposant tu. En effet on aura évidem- 
ment (ab) tu = a tw b tu = 1 (gr. Il) . 

Si ab appartenait à un exposant g inférieur à tu, on aurait 

tu = (mod. g) 
et le quotient — serait divisible par un nombre premier tel que p. D'où 

(ahp = 1 (gr. H) . 

*Le cas particulier de cette proposition où t est une puissance de nombre premier nous suffirait. 
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Or un des nombres t et u et un seul seulement sera divisible parj). Que ce soit 
le nombre t; on aura 

tu t t t 

(ai) ' = a * u b » M = a » * = 1 (gr. XX) . 
D'où, en posant wvEEl (mod. t), 

aJ m = câ=l (gr. XI) 
contrairement à la supposition que a appartient à l'exposant t. 

6. 

Soit XX un groupe eulérien quelconque d'ordre n, si une partie des éléments 

du groupe XI forment à eux-seuls un groupe* A, le groupe A est dit sous-groupe 

du groupe XX . Il est clair que le groupe A sera aussi un groupe eulérien. Par 

extension nous considérons le groupe XX comme un sous-groupe de lui-même. 

Soient A x et A 2 deux sous-groupes du groupe XI d'ordres % et u % respectivement 

et considérons l'expression 

a x a % (gr. XI) 

où a x désigne un élément du groupe A x et a 2 un élément du groupe A 2 . L'en- 
semble de toutes les valeurs différentes que cette expression est susceptible de 
prendre formeront évidemment un groupe f B, car si a[a^ et a x al' sont deux 
valeurs de cette expression 

a{ala['al' = (a[a[')(alai') (gr. XI) 

en sera une aussi. Dans le cas particulier où l'expression 

<hfh (g r - • a ) 
est susceptible de prendre %w 2 = v valeurs différentes, c. à d. dans le cas où 

l'égalité a{<4 = a{'al' (gr. XI) 



n'a 


jamais 


lieu 


à moins 


qu ; 


on n'ait 

a{ = 


en 
a[' 


même 
(gr 


temps 
.XI) 


et 










ai = 


ai' 


(gr 


.XI) 



* On compose les éléments du groupe A comme s'ils faisaient partie du groupe û . 

t Tous les groupes que nous considérons désormais seront des sous-groupes du groupe û . 
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nous dirons qu'on peut combiner les groupes A x et A 2 et nous écrirons 

A X A % =B (gr.12). 
Comme on a toujours 

a x a % = a 2 a x (gr. £1) 

l'expression A^A X aura aussi un sens et nous aurons 

A A = AA (gr. D.) . 

L'ordre de combinaison de deux groupes est donc indifférent. Si les groupes 
A x et A ont en commun un élément a différent de l'élément-unité, il n'est pas 
possible de les combiner. En effet, on aura alors 





a x a% — ct x cZo 


(gr.û), 


en posant soit 


a{ = a a' % = 1 


(gr.û), 


soit 


a" = 1 al' = a 


(gr.il). 



Je dis que si les groupes A x et A % n'ont de commun que l'élément-unité, il est 
toujours possible de les combiner. En effet, si l'on avait 

a[a' % = al'al' (gr. £ï) 
sans avoir en même temps 

«{ = < (gr.il), 

«2 = «2 ; (gr.il), 

on poserait a{'a[" = a{ (gr. Il) , 

afal" = a' t ' (gr. H), 

où a{" et ai" feraient partie des groupes A x et A % respectivement et ne seraient 
pas en même temps identiques à l'élément-unité. L'égalité 

a[al = a' x 'a' % ' (gr. D.) 
entraînerait alors la suivante : 

a"a{"ai = a{ ! aiai" (gr. H) 
d'où a{" = ai" (gr. £1), 

contrairement à la supposition que les groupes A et A % n'ont de commun que 
l'élément-unité. 

Soient maintenant A x , A % , . . . . A m 

m groupes d'ordres u x , u^ u m 
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respectivement, s'il est possible de combiner les groupes Ay et A 2 , puis les 
groupes A l A % et A s et ainsi de suite jusqu'au dernier groupe A m , nous dirons 
qu'il est possible de combiner les groupes 

•Au ■"■%, .... .A m 

dans l'ordre indiqué et si le résultat qu'on obtient est un groupe B, nous écrirons 

A^A % A m =B (gr. II). 

Il est clair que le groupe B sera d'ordre 

V = UiU % . . . . u m . 

Soit d'une manière générale a h un élément du groupe A h , l'expression 

a x a % . . . . a m (gr. CL) 

est alors susceptible deprendre v valeurs différentes et l'on n'aura jamais 
a[a' % . . . . a' m = a{'ai' . . . . ail (gr- •&) 

à moins d'avoir en même temps 

a[ = a[> (gr.n), 
ai = <4' (gr. Il), 

«i = «m (gr. Cl). 

Cela est clair d'abord si l'on fait prendre à a x a 2 toutes ses valeurs, puis à (ai« 2 ) a 3 
toutes ses valeurs, et ainsi de suite jusqu'au dernier a m . Or nous avons vu qu'il 
y a plusieurs manières de réunir les éléments 

en un seul et que le résultat sera le même de quelque manière que l'on procède. 
C'est ainsi que de l'expression 

«A a m (gr. D.) 

on peut déduire une autre en réunissant les éléments a h et a k en un seul élément 
a h a k . L'expression ainsi déduite ne sera qu'un produit de m — 1 éléments. En 
faisant prendre à a h a k toutes ses valeurs qui seront au nombre de u h u k , on obtient 
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tous les éléments du groupe A h A k . En opérant de la même manière sur la suite 
de m — 1 éléments à laquelle on parvient en remplaçant dans la suite 

a l> a %i • • ' • a m 

les éléments a h et a k par leur produit a h a k , on obtient une nouvelle suite de 
m — 2 éléments et ainsi de suite jusqu'à ce que tous les éléments 

se trouvent réunis en un seul. A chacune de ces manières de réunir les éléments 

a l> a 2> • • • • a m 

en un seul, correspond une manière de réunir les groupes 

Ai, A 2 , .... A m 

en un seul ; les opérations seront toujours exécutables et l'on parviendra au 
même résultat. Si donc il est possible de combiner les groupes 

Ai, A%, .... A m 

d'une certaine manière, il est aussi possible de les combiner de toute autre 
manière et le résultat sera toujours le même. Nous avons donc deux critères 
pour juger de la possibilité de réunir les groupes 

Ai, -â-%, .... A m 

en un seul ; le premier est de voir s'il est possible de les réunir en un seul en 
procédant d'une certaine manière, le second c'est de s'assurer si l'expression 

a a « 2 a m (gr. il) 

admet v = UiU% . . . . u m 

valeurs différentes. 

Un sous-groupe A qu'il est possible d'obtenir par la combinaison de deux 
ou plusieurs sous-groupes est dit groupe combiné. Au contraire tout sous-groupe 
qu'il est impossible d'obtenir par la combinaison de deux ou plusieurs sous- 
groupes est dit groupe simple. Soit A un sous-groupe quelconque d'ordre m et a 
un élément de ce groupe. Si a appartient à un exposant t, les puissances de a 
donneront t éléments différents 

1 , a, a 2 , a 3 , ... . a' -1 
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et pas plus. Tous ces éléments font partie du groupe A, donc t<m. Dans le 
cas particulier où t= m, tous les éléments du groupe A sont des puissances de a 
qui porte alors le nom de base. Tout élément du groupe A qui peut servir de 
base est dit racine primitive. Tout groupe qui admet des racines primitives est 
dit monobase, tandis qu'un groupe pour lequel il n'existe pas de racines primitives 
est dit polybase. Le sens étymologique de ce mot sera justifié plus tard; pour 
le moment nous désignerons sous le nom de polybase tout groupe qui n'est pas 
monobase. 

Soit a un élément du groupe D. appartenant à un exposant t égal à une 
puissance de nombre premier s n , les éléments 

X j ttj Ctj •• • * CL 

formeront un groupe monobase A d'ordre s*. Je dis que le groupe A est un 
groupe simple. En effet, si A était décomposable en un produit* de plusieurs 

groupes A lt A 2 , . . . . A h , 

on aurait A = A X A 2 . . . . A h (gr. £ï) . 

Tout groupe du second membre doit renfermer l'élément-unité et par suite tous 
les éléments d'un groupe tel que A k font nécessairement partie du groupe A . Si 
le groupe A k renfermait un élément a 1 du groupe A appartenant à l'exposant s u , 
il renfermerait aussi les éléments 

X a \AJ j KAJ * • • • • Ct 

qui sont tous différents entre eux. Le groupe A k serait alors d'ordre s u et les 
autres facteurs seraient identiques au groupe-unité, c. à d. à l'élément-unité con- 
sidéré comme un groupe. Le groupe A k ne pouvant renfermer aucun élément 
appartenant à l'exposant s n , tous ses éléments appartiendront à un diviseur de 
s" -1 . Il en sera évidemment de même de tout élément du produit 

^1^2 . . . . A h . 

Comme le groupe A, renferme des éléments appartenant à l'exposant s u , il ne 

peut être identique au produit 

■â-iA.% .... A-fr. 

Tout groupe monobase dont l'ordre est une puissance de nombre premier est 
donc un groupe simple. 

* Nous empruntons encore la terminologie de la multiplication. 
16 
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Passons maintenant à la résolution de l'égalité 

x s "= 1 (gr. CL) 

où s est un nombre premier et u un nombre entier positif. L'ensemble de 
toutes les solutions de cette égalité formeront un groupe que nous désignerons 
par H«. En effet, si l'on a 

a*"= 1 (gr. fi) 

et V=\ (gr.fi), 

on aura aussi (a&)*"= 1 (gr. II). 

Considérons d'abord l'égalité 

x s ■=■ 1 (gr. H) . 

Les solutions de cette égalité se composent de l'élément-unité et des éléments 
appartenant à l'exposant s . Si le groupe Ei ne renferme aucun élément appar- 
tenant à l'exposant s, on aura évidemment 

U l =U (gr.fl), 

où U désigne le groupe-unité. Si, au contraire, le groupe Si renferme un 
élément a a appartenant à l'exposant s , les puissances 

x , a-^ , a^ , . . . . a\ , 

formeront un groupe monobase A{ d'ordre s qui sera évidemment un sous-groupe 
du groupe Ei- Si le groupe Si ne renferme aucun élément en dehors de ceux 
du groupe A", on aura 

ÉSi — ^i . 

Si non, soit a % un élément du groupe Si différent de ceux du groupe A{, les puis- 
sances 1, a 2 , a|, . . . . a^ -1 

formeront un groupe monobase d'ordre s qui n'aura de commun avec le groupe 
A{ que l'élément-unité. En effet, si un élément du groupe Jj autre que l'élément- 
unité faisait partie du groupe A{, tout le groupe A\ ferait partie du groupe A{, 
contrairement à la supposition que l'élément a 2 ne fait pas partie du groupe A{ . 
De même, si le groupe Ei renferme un élément a s ne figurant ni parmi ceux du 
groupe A\ ni parmi ceux du groupe A\, les puissances 

1, a 3 , al, . . . . a%- x 
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formeront un groupe monobase A\ qui n'aura de commun avec les groupes 
J-f et A s z que l'élément-unité. En continuant de la même manière, on finira par 
former un certain nombre A de groupes monobases d'ordre s tels que deux quel- 
conques de ces groupes n'auront de commun que l'élément-unité et que tous les 
h groupes pris ensemble renfermeront tous les éléments du groupe Si et même 
chaque élément une seule fois, si l'on convient de ne compter qu'une seule fois 
l'élément-unité qui fait partie nécessairement de tout sous-groupe de £l . Soit £ x 
l'ordre du groupe Si, nous aurons 

& = A(«-1)+1. 

Soit maintenant a x un élément du groupe Si différent de l'élément-unité, les 
éléments 1, a it a\, . . . . af -1 

formeront un groupe monobase A{ d'ordre s. Si a % est un élément du groupe 
Si ne faisant pas partie du groupe A{, le groupe monobase A\ formé par les 



éléments 1 , a 8 , a| , . . . . a; 



— î 



2 



n'aura de commun avec le groupe Al que l'élément-unité. Posons donc 

Af ti = AlAi (gr.n), 

le groupe Af 2 d'ordre s 2 sera évidemment un sous-groupe du groupe Si- Si le 
groupe Si ne renferme pas d'autres éléments que ceux du groupe Jj%, on aura 

Si = ^f (gr.n). 

Dans le cas contraire, soit a 3 un élément du groupe Si ne faisant pas partie du 
groupe Al] 3 , le groupe monobase A% formé par les éléments 

n'aura de commun avec le groupe Af y 2 que l'élément-unité. Autrement le groupe 
A\ serait un sous-groupe du groupe A{] 3 et l'élément a 3 ferait partie du groupe 
Af t 2 contrairement à notre supposition. Posons 

Af t%!i = AlAlAl (gr.n), 

J.f ;2j 3 sera un sous-groupe de Si. Si l'on n'a pas 

Bi = ^%, 3 (gr.Ii), 
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soit a 4 un élément du groupe Hi ne faisant pas partie du groupe J.f 2>3 , etc. 
En continuant de la même manière on finira par trouver une décomposition telle 

qUe Ex = ^....< (gr.û), 

d'où & = s m > 

et par suite , _ s™ 1 — 1 

s — 1 

Comme tous les éléments du groupe Hi satisfont à l'égalité 

x e = 1 (gr. Il) , 

il est clair que tout sous-groupe monobase du groupe Hi sera d'ordre s, saut le 
groupe-unité. Toute décomposition de Hi en un produit de groupes monobases 
contiendra donc m x groupes monobases d'ordre s. Nous exprimerons ce fait, 
en disant que la décomposition de Bi en groupes monobases est univoque quant 
au nombre de ces groupes monobases composants d'un ordre déterminé. Tout 
sous-groupe monobase de Si est simple. En effet, un tel groupe — abstraction 
faite du groupe-unité — est d'ordre s et par suite il est simple comme tout groupe 
monobase dont l'ordre est une puissance de nombre premier. Tout sous-groupe 
simple £ du groupe H x est monobase. En effet, un tel groupe # est identique 
à l'ensemble des solutions de l'égalité 

x* = 1 (gr. x) 

et sera par conséquent égal à un groupe monobase. 

Il est facile de déterminer le nombre des décompositions de Hi en groupes 

monobases. En effet pour A x il y a choix entre — groupes. Pour A 2 il y 

s ~~~ x 

aura choix entre 1 groupes. Le groupe A lt2 étant identique à l'en- 

SI 

semble des solution de l'égalité 

x*=l (gr. ^ 1>2 ), 

renfermera r- groupes monobases d'ordre s. Pour -4 3 il y aura donc choix 

s x 

entre r- groupes. De même, pour A t il y aura choix entre — .. groupes 

S — — X 6 X 



et ainsi de suite jusqu'au groupe A m> pour lequel il y aura choix entre — j- 
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groupes. Le nombre des décompositions de Hi en groupes monobases est donc 

égala s m > — 1 s m > — s s m > — s* s^ — s™*- 1 , 

& . . — - : m»! ! 

s — 1 s — 1 s — 1 s 1 

puisque nous ne considérerons comme distinctes les décompositions qui ne diffèr- 
ent que par l'ordre de leurs facteurs. 

Il est clair que tout élément du groupe Si n'est représentable que d'une 
seule manière comme un produit d'éléments appartenant respectivement aux 

groupes A, A, A», 

si l'on fixe ces derniers groupes. En particulier, si l'on veut représenter l'élé- 
ment-unité comme un produit d'éléments appartenant respectivement aux groupes 

•A-i , -o-g , . . . . A m ^ , 

il faut prendre l'élément-unité dans chacun de ces groupes. 

Nous pouvons rechercher maintenant le nombre des solutions d'un égalité 
telle que 

En effet, soient 

les s TOl solutions de l'égalité* 



af = a 


(gr.fl). 


1 , Ci, Cg , . 


— <v»,_ x 


x s = 1 


(gr.H), 


x s ' = a 


(gr- Q) 



si l'égalité 

admet une solution b , les éléments 

ht h c i> &0 C 2> • • • • b c s m 1 _ 1 

seront encore des solutions de la même égalité différentes entre elles. Inverse- 
ment, si b h est une solution de l'égalité 

x s = a (gr. IX) , 

l'élément bj x b h satisfera à l'égalité 

x s = 1 (gr. £1) 

et sera par conséquent identique à une solution c h de cette égalité, d'où 

b h = b ch (gr. £1). 

*Nous supposons que le groupe S contient des éléments appartenant à l'exposant s. 
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On peut donc faire correspondre à chaque solution de l'égalité 

x s = a (gr. il) 

une solution bien déterminé de l'égalité 

af = 1 (gr. il) , 

de manière qu'à deux solutions différentes de l'égalité 

x 8 = a (gr. il) 

correspondent deux solutions différentes de l'égalité 

x 3 = 1 (gr. il) 
et inversement. Le nombre des solutions de l'égalité 

x s = a (gr. il) 

est donc égal à s™ 1 dans le cas où elle en a aumoins une. Il est facile de prouver 
par des exemples que le cas où l'égalité 

x 8 =■ a (gr. il) 

n'admet aucune solution se présente aussi. 

8. 

Nous pouvons maintenant aborder l'étude du groupe H», c. à d. de l'ensemble 

des solutions de l'égalité 

x s " = 1 (gr. il) 

où s est un nombre premier et u un nombre entier quelconque. Si s est la puis- 
sance la plus élevée de s à laquelle comme exposant peut appartenir un élément 
du groupe il, nous dirons que le groupe il est de rang 6 par rapport au nombre 
premier s. Dans le cas où le groupe D. ne renferme aucun élément appartenant 
à une puissance de s, nous dirons qu'il est de rang 6 par rapport audit nombre 
premier s. Le groupe 3„ se réduit alors à un élément unique, à l'élément- unité. 
Laissons donc de côté ce cas, c. à d. supposons 6 > , et proposons nous d'étudier 
le groupe H». Il est clair d'ailleurs que pour toute valeur de u égale ou supé- 
rieure à 6 on aura « — w 

Nous pouvons donc nous borner à la considération des groupes U u où u'< $. Soit 
H„ un tel groupe, élevons tous ses éléments à la puissance s; les éléments 
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différents qu'on obtiendra de cette manière formeront à eux-seuls un groupe eulérien 
que nous désignerons par 3„ et qui sera évidemment un sous-groupe de H„. De 
même, nous désignerons par H» le groupe formé par l'ensemble des éléments 
différents qu'on obtient par l'élévation de tous les éléments du groupe U a à la puis- 
sance s 2 , et ainsi de suite jusqu'au groupe UT qui se réduira évidemment au 
groupe-unité. Cela étant ainsi, je dis que le groupe H% formé par l'ensemble des 

solutions de l'égalité 

x* = 1 (gr. H?- 1 ') 

est indépendant de u pourvu qu'on ait 

u>h. 

En effet, un groupe tel que E„+i où m + 1 < 0, ne diffère du groupe H„ que par 
les éléments appartenant à l'exposant s u+1 que le premier a en plus sur le der- 
nier. Le groupe U^+i ne différera du groupe H£f -1) que par les éléments appar- 
tenant à l'exposant s a ~ k+i que le premier aura en plus sur le second. Or comme 
on a 7 i o -^ i 

ces éléments n'entrerons pas dans le groupe iÇ +1 et par suite on aura 

Nous pouvons donc écrire désormais E h au lieu de H?. Ce point admis, je 

désigne respectivement par 

s m >, s w \ s m » 

les ordres des groupes H x , H^, . . . . H e 

et je dis qu'on aura 

m i ^ m 2 ^ m 3 ^ • • • • ^ m e-i ^ m » > • 

En effet, H* est un sous-groupe de U k , et comme Ul ne renferme pas d'éléments 

appartenant à l'exposant s*, Ui est aussi un sous-groupe de H ft _i, et par suite B? -1) 

est un sous-groupe de U^Z? et H k est un sous-groupe de H h _ x ; donc m k _ 1 >m lc . 

L'inégalité . _ 

° m e ^>0 

résulte de ce que le groupe U e renferme, d'après la supposition, au moins un 
élément appartenant à l'exposant s", et par suite le groupe Hâ 9-1 ' ou H e renfermera 
au moins un élément appartenant à l'exposant s ; son ordre sera donc supérieur 
à l'unité. 
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Soit A*° un sous-groupe monobase H e d'ordre s" et a u une racine primitive 
du groupe A 8 " . Le groupe A 8 " se composera des éléments 

1 , a u , a u! . . . . a 

Soit maintenant s* une puissance de s, non supérieure à s u , l'ensemble des 
éléments du groupe A su appartenant à des exposants non supérieurs à s h sera 
donné par les puissances suivantes 

1 ^.«" _ * „2«"~* „(»*— 1)*»-* 

X y Kl , Cfc j . • . . u, • 

On voit que ces éléments sont au nombre de s k et qu'ils constituent un groupe mono- 
base A 8 " à eux-seuls. A s " est d'ailleurs le seul sous-groupe de A 8 " d'ordre s k , car 
tous les éléments du groupe A 3 " qui ne font pas partie du groupe A"\ appartien- 
nent à des exposants supérieurs à s k . Un tel groupe A 8 " portera le nom d'émet- 
tant d'ordre s k du groupe A 8 ". On voit que le groupe A*" n'a qu'un seul émet- 
tant d'un ordre déterminé s k non supérieur à s u . Le groupe A sU porte le nom 
d'émanant d'ordre s u du groupe A s " . Un sous-groupe monobase A** du groupe 
H e étant donné et une certaine puissance s w non inférieure à s k et non supérieure 
à s étant fixée, trois cas pourront se présenter : 1) le groupe A s " n'aura aucun 
émanant d'ordre s u ; 2) il n'en aura qu'un seul; 3) il en aura plusieurs. Un 
sous-groupe monobase de H« est dit de portée (range, Tragweite) s u s'il admet au 
moins un émanant d'ordre s u et n'en admet aucun d'ordre s u+1 . La portée d'un 
groupe dépend naturellement du groupe H 8 , car si un groupe monobase A 8 " où 
&<C# est de portée s" dans le groupe H 8 , il ne peut être que de portée s e ~ 1 dans le 
groupe H 8 _i. Tous nos groupes seront d'ailleurs des sous-groupes de B<> à moins 
que nous n'avertissions du contraire. Cela étant ainsi, voici le problème qu'il 
s'agit de résoudre : Soit A 8 " un groupe monobase d'ordre s h inférieur à s e et de 
portée s u supérieure à s*, on demande le nombre de ses émanants d'ordre s k+1 et de 
portées s u , s" -1 , .... s k+1 respectivement. Il est clair que le groupe A 8 " ne 
pourra avoir d'autres émanants d'ordre s k+1 que ceux que nous venons de men- 
tioner. 

Soit donc A 8 " un groupe monobase d'ordre s* et de portée s u et a k une racine 
primitive de ce groupe. D'après la supposition, il' existe un groupe monobase 
A 8 " d'ordre s u ayant A 8 " pour émettant. Soit a u une racine primitive de A $tt , a k 
sera égal à une puissance telle que a 3 S~ k où g n'est pas divisible par s. L'élé- 
ment a k est donc égal à une puissance s u ~ k d'un élément appartenant 'à l'expo- 
sant s u et fait par conséquent partie du groupe "Eu~ lc) . Soit maintenant A 8 "* 1 un 
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émanant* de A s " de portée s u et a k+1 une racine primitive de A sk+l , a k sera 
évidemment égal à (4 S +1 où h n'est pas divisible par s. Or a k + 1 étant aussi une 
racine primitive de A sk+ \ on peut remplacer a k+1 par a k+1 de sorte que a k soit 
égal à a k+1 . Comme le groupe A s " +i est de portée s n , sa racine primitive a k+1 
fera partie du groupe El" - * -1 '. D'ailleurs a k fait aussi partie du groupe E^ - * -1 ', 
à cause de ce que U ( û~ k) est un sous-groupe de Hu~ k ~ 1) . Cela étant ainsi, tout 
émanant A s "* 1 (du groupe A s ") d'ordre s k+1 et de portée s u peut être considéré 
comme engendré par une base a k+1 satisfaisant à l'égalité 

x 8 -a k (gr.E'r*-")- 

Inversement, si b k+i est une solution de cette égalité, b k+1 appartiendra à l'expo- 
sant s k+1 et les éléments 

-i 7, js, r.s"-*- > — 1 

*i °k+l> °k + l °k+l 

formeront un groupe B s " + 1 d'ordre s k+1 . Le groupe B 8k+1 aura évidemment pour 
sous-groupe le groupe A s " car ce dernier se compose des éléments 

1 7i s h %s Us*— 1)8 

•l) °k + l> Oft + 1) • • • • O k+1 . 

D'autre part le groupe B s " +l est de portée s u tout au moins en tant que b k+1 fait 
partie de EST - * -11 et par suite est égal à une puissance s a ~ k ~ 1 d'un élément appar- 
tenant à l'exposant s u . Le groupe B s " +1 ne peut être d'une portée supérieure à 
s a ; autrement le groupe A s " le serait aussi; donc B* k+1 est un émanant (du 
groupe A s ") d'ordre s k+1 et de portée s u . 

L'égalité x° = a k (gr. E^*- 1 ') 

admet nécessairement la solution 

x=(ar~ & - l )t (gr.S<?- k - 1) )- 

Les solutions de cette égalité seront donc au nombre de s m »- <•; nous les désigne- 
rons par 

c 1; c 2) . . . . c s m u _ k . 

Or si la base ^ engendre un émanant J.** +1 (du groupe" J.**) d'ordre s k+1 et de 
portée s M , les bases 



G- 



1 ) °1 » • • • • G l 



* L'émettant d'ordre s* -M du groupe A* u est un tel émanant du groupe A* k . 

t Les parenthèses veulent dire que l'élément a^f" ~ obtenu explicitement fait partie du groupe 



ç,(u—k—l) 

17 
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engendreront le même groupe J.* s + 1 et satisferont à l'égalité 

x 8 = a k (gr. H?-*-») 

et en dehors de la base c x , ce seront les seules bases de A 8 " +1 qui jouiront de 
cette propriété. Il y aura donc s solutions de l'égalité précédente pour chaque 
émanant tel que A* k+ \ Le nombre des émanants (du groupe A*") d'ordre s k+1 
et de portée s u est donc égal à s™»-* -1 . On prouvera de la même manière que le 
nombre des émanants (du groupe A s ") d'ordre s k+1 et de portée s u tout au moins 
est égal à s m »-*-i -1 . Le nombre des émanants (du groupe A"*) d'ordre s* +1 et 
de portée s" -1 est donc égal à 

nombre qui peut se réduire quelquefois à zéro. D'une manière générale le 
nombre des émanants (du groupe A s ") d'ordre s k + 1 et de portée s" _i où 

u~p>u — i>k + 1 
est égal à ^-.-«-i _ s »,,_*- i+1 -i 

nombre qui peut se réduire quelquefois à zéro. 

Cherchons maintenant le nombre des groupes monobases d'ordre s et de 
portées s 9 , s 9-1 , s 9-2 , .... s % , s respectivement car il ne peut y en avoir d'autres. 
Soit A 8 un groupe monobase d'ordre s et de portée s e et a x une racine primitive 
de ce groupe. Soit A* 6 un émanant (du groupe A 8 ) d'ordre s" et a e une racine 
primitive du groupe A 8 . L'élément a x sera égal à une puissance de a e telle que 
af e ~ 1 où g n'est pas divisible par s. L'élément a x est donc une puissance s" -1 
d'un élément a% appartenant à l'exposant s"; il s'ensuit que l'élément a x fait 
partie du groupe H<? _1) ou du groupe ff e qui lui est identique. Le groupe A 8 
est donc un sous-groupe du groupe H t . Inversement tout sous-groupe monobase 
d'ordre s du groupe E est de portée s". En effet, soit B 8 un tel sous-groupe, \ 
une de ses racines primitives et b e une solution de l'égalité 

^ _1 = &i (gr.B,) 

solution qui existe nécessairement, car b x fait partie du groupe E^ _ ». L'élément 
b e pourra servir de base à un groupe B 8 d'ordre s e qui sera un émanant du 
groupe B 8 . Le groupe B 8 est donc de portée s" au moins. Or comme aucun 
groupe ne peut avoir une portée supérieure à s 9 , il en résulte que B 8 est de 
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portée s". Donc tout groupe monobase d'ordre s et de portée s est un sous- 
groupe de H 9 et inversement tout sous-groupe monobase de H e d'ordre s est de 
portée s . Le nombre de tels groupes est donc égal à 

s m e— 1 



De même, tout groupe monobase d'ordre s et de portée s 9-1 est un sous-groupe 
de #"„_! et tout sous-groupe monobase de fl^ d'ordre s est de portée s"' 1 au 
moins. Le nombre des groupes monobases d'ordre s et de portée s" -1 au 
moins est donc égal à s m »-i 1 

8—1 ' 

Le nombre des groupes monobases d'ordre s et de portée s" -1 est donc égal à 

s ™e-i — s ™ 



s— 1 

nombre qui se réduit quelquefois à zéro. D'une manière analogue, on trouvera 
que le nombre des groupes monobases d'ordre s et de portée s", où w<0, est 

égala s m " — s m -+> 

s— 1 

nombre qui se réduit quelquefois à zéro. 

Rangeons donc tous les groupes mono bases d'ordre s en classes suivant qu'ils 
sont de portée s", s 9 - 1 , .... s 9 ou s. Faisons émaner de chaque groupe d'ordre 
s et de portée s ses émanants d'ordre s 2 distribués en classes suivant qu'ils sont 
de portée s", s 0-1 , .... s 3 ou s 2 . Ces émanants seront respectivement au 
nombre de 

s m e-i~ 1 t s m e-2-i — g^e-i- 1 s™»- 1 — s" 14 " 1 , s™ 2-1 — s™ 8-1 , s TOl_1 s raa_1 . 

De même faisons émaner de chaque groupe monobase d'ordre s et de portée s u 
où m<0, ses émanants d'ordre s 2 distribués en classes suivant qu'ils sont de 
portées s", s u ~\ .... s 3 , s 2 respectivement. Ces émanants seront respectivement 
au nombre de 

s" 1 — 1-1 , s""-*- 1 — aT*- 1 - 1 , g"*-! — 8 **-i f 8 ^i-i — 8 ^-\ 

Faisons de même émaner de tout groupe d'ordre s 2 ainsi obtenu et de portée s", 
où 3<u<6, tous ses émanants d'ordre s 3 distribués en classes suivant qu'ils 
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sont de portée s u , s M_1 , .... ou s 3 . Ces émanants seront respectivement au 
nombre de 

Continuons la même opération jusqu'à ce qu'on soit parvenu aux groupes mono- 
bases d'ordre s". Enfin, on peut faire émaner du groupe-unité, les groupes 
monobases d'ordre s rangés en classes suivant qu'ils sont de portée s 9 , s 9-1 , .... 
ou s respectivement. Nous avons déjà déterminé le nombre de ces émanants du 
groupe-unité. Le groupe-unité pourra être considéré comme émettant d'ordre s 
de tout groupe monobase d'ordre s u . Tout groupe monobase d'ordre s u trouvera 
nécessairement une place dans cette classification, car il a ces émettants bien 
déterminés d'ailleurs d'ordres s u ~ 1 , s u ~ 2 , .... s 2 , s et s . Les éléments que deux 
groupes monobases A 3 " et A 3 ' d'ordres s u et s" ont en commun, constituent un 
groupe monobase à eux-seuls. En effet, en laissant de côté le cas où les groupes 
A 3 " et A 3 ' n'ont en commun que l'élément-unité qui peut-être considéré comme 
constituant un groupe monobase à lui -seul, soit a un élément faisant partie tant 
du groupe A 3 " que du groupe A 3 ' et s w l'exposant auquel a appartient. On peut 
supposer que les groupes A 3 " et A 3 " n'ont en commun aucun élément appar- 
tenant à un exposant supérieur à s w . Cela étant ainsi, tous les éléments du 
groupe monobase A 3 ™ formé par les puissances 

1, a, a 2 aT~ x 

feront partie tant de A 3 " que de A 3 " et ces derniers groupes n'auront en commun 
aucun élément ne faisant pas partie du groupe A 3 ", car le groupe A 3 " renferme 
tous les éléments des groupes A 3 " et A 3 " qui appartiennent à un exposant non 
supérieur à s w . Un tel tableau de classification de tous les groupes monobases 
de H« est susceptible d'une représentation géométrique. En effet, menons une 
ligne d'une longueur égale à l'unité pour représenter le groupe-unité et faisons 
émaner de cette ligne des faisceaux de lignes de longueur s — 1 , une pour 
chaque groupe d'ordre s de manière qu'il y ait un faisceau séparé pour 
chaque portée. Une telle ligne représentera les éléments d'un groupe s qui 
appartiennent à l'exposant s. De chaque ligne de longueur s — 1 faisons émaner 
des faisceaux de lignes de longueur s 2 — s, une pour chaque groupe d'ordre s 2 et 
de manière qu'il y ait un faisceau séparé pour chaque portée. Une telle ligne 
de longueur s 2 — s représentera les éléments d'un groupe d'ordre s 2 qui appar- 
tiennent à l'exposant s 2 . De même, de chaque ligne de longueur s 2 — s faisons 
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émaner des faisceaux de lignes de longueur s 3 — s 2 pour représenter les éléments 
des groupes d'ordre s 3 qui appartiennent à l'exposant s 3 , et ainsi de suite. Une 
telle figure pourrait porter le nom de patron (pattern, Schablone) et être désignée 
par la notation P s (m e , m e _ 1 , . . . . m 2 , «%) de manière à mettre en évidence les 
nombres dont le patron dépend. Au lieu du patron, on peut se servir du type 
qui représente la même chose sous une forme plus abrégée. Un type diffère 
d'un patron en ce que : 

1). Toutes les lignes sont de longueur 1 . 

2). Il n'y a qu'une seule ligne* pour chaque faisceau d'émanants d'ordre 
s M+1 et d'une même portée qui émanant d'un groupe d'ordre s" qui lui-même 
n'est représenté qu'implicitement comme faisant partie d'un faisceau représenté 
par une ligne. Un tel type pourra être désigné par la notation T(6) . 

Cela étant ainsi, il est facile de déterminer les nombres des éléments du 
groupe H e qui appartiennent à l'exposant s e . En effet, pour avoir le nombre des 
groupes monobases d'ordre s 9 , il faut multiplier le nombre des groupes monobases 
d'ordre s et de portée s 9 , par le nombre des émanants d'ordre s z et de portée s e 
qui émanant de chaque groupe monobase d'ordre s et de portée s e ; puis multi- 
plier le résultant par le nombre des émanants d'ordre s 3 et de portée s 9 qui 
émanent de tout groupe monobase d'ordre s 2 et de portée s 9 , et ainsi de suite. 

Cela donne pour résultat 

i» fl — i 

!_! x s m e-i +m e-z+---- m '- 9 +\ 

s — 1 

Comme chaque groupe monobase d'ordre s 9 contient s 9 — s 9 " 1 éléments appar- 
tenant à l'exposant s 9 , le nombre de tels élémentsf dans le groupe H 9 est égal à 

Comme le groupe H M , où 1 <C u < est de rang u par rapport au nombre premier 
s et est identique à l'ensemble des solutions de l'égalité 

x*"=l (gr.B„), 

tout ce que nous avons dit du groupe Ba s'applique au groupe H« pourvu qu'on 
remplace le nombre 6 par le nombre u. Les nombres 

m lt m t , <m u 

* Le nombre des groupes représenté par une telle ligne peut se réduire quelquefois à zéro. 
tDeux groupes monobases d'ordre s 8 ne peuvent avoir en commun un élément appartenant à 
l'exposant s sans être identiques. 
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auront d'ailleurs la même valeur dans les deux cas. Le nombre des éléments du 
groupe Se appartenant à l'exposant s u est donc égal à 

Quant au groupe Ei, il a été étudié à part dans le §7 et nous savons que le 
nombre de ses éléments appartenant à l'exposant s est égal à s™ 1 — 1 . Cela 
étant ainsi, si l'on désigne par % 9 l'ordre du groupe H», on aura 

W = 2 

Et de même, si l'on désigne par £„ l'ordre du groupe B u où < u<6, on aura 

£ =s m " +m "- l+ — + m \ 

9. 

Passons maintenant à la détermination de l'ordre maximum d'un produit 
de sous-groupes monobases de H„. Je m'occuperai d'abord du problème suivant. 
Etant donnés les sous-groupes monobases 

A 1 , A 2 , A 3 , .... A n , 

on demande la condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse les combiner 
en un produit. Soient respectivement 

les émettants d'ordre s des groupes 

-"■Il -^-2» • • • • A n , 

si l'on peut combiner les groupes 

A-y, A it . . . . A n , 

il est clair qu'on pourra aussi combiner les groupes 

■"îi "%■> • • • • ■"»• 

Je dis qu'inversement, si l'on peut combiner les groupes 

■"1 1 -"2 1 • • • • -"« ' 
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on pourra aussi combiner les groupes 

Ai, ■"•»> • • • • A n . 
En effet, s'il est impossible de combiner les groupes 

Ai, Af, .... A n 
cela provient de ce que, par exemple, on peut combiner les groupes 

Ai, A%, . . . . A k 

où 1 < &< u, mais qu'il n'est plus possible de combiner les groupes A lt A s , . . . . A k 
et A k+ i parce qu'ils ont en commun un élément a k + i différent de l'élément- unité. 

Soient a 1( a 2 , . . . . a k 

les éléments des groupes 

A\, Ai, .... A k 

dont le produit donne a k+1 . Quelques-uns des éléments 

peuvent être identiques à l'élément-unité, mais l'élément a k+x est, d'après la sup- 
position, différent de l'élément-unité. Cela étant ainsi, soient 

s h \ s h \ .... «**+> 

les exposants auxquels appartiennent les éléments 

Cfj, 05 2 , . . . . Qjc + i. 

Quelques-uns des nombres Ti x , h 2 , . . . . h k 

peuvent être égaux à zéro, mais l'on aura nécessairement, d'après la supposition, 

Cela étant ainsi, désignons d'une manière générale par v u , où u<h + 1, l'unité si 
h u est égal à zéro ou un, et s A —> quand Ti u est supérieur à l'unité. Soit v z le plus 
grand des nombres v u , nous aurons 

a'Vy" 8 /»"« — n v * 
^«g . . . . Mj. Wfc+i 

et je dis que l'on aura v z = v k+1 . 

En effet, si l'on avait ^+i<C^, 

mais v s = v„ 
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par exemple, où u < h + 1 , le second membre de l'égalité 

•n^î • • • • a,jc — Uk+ 1 > 

serait égal à l'unité, tandis que le premier membre serait différent de l'unité. 
Tout élément al'oîi u<h-\- 1 est égal à l'élément-unité on appartient à l'expo- 
sant s ; les éléments n v, „■», n v, 

font donc partie respectivement des groupes 

"il B 2 , • • • ■ B k+1 . 

Il en résulte qu'on peut combiner les groupes 

B i, B% B k 

puisqu'on peut combiner les groupes 

A lt A 2 , . . . . A k , 

mais qu'on ne peut plus combiner les groupes B lt B 2 , . . . . B k et B k+1 parce qu'ils 
ont en commun l'élément a£ +1 différent de l'élément-unité. Comme cette con- 
clusion est contraire à notre supposition, la proposition est démontrée. La 
condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse combiner les groupes 

Ai, A 9 , . . . . A n 

en un produit, est donc qu'on puisse combiner leurs émettants d'ordre s 

B\, B it .... B n 

en un produit. La valeur maximum de n est donc égale à m x , car on peut com- 
biner m x groupes monobases d'ordre s, mais il n'est plus possible d'en combiner 
un plus grand nombre ; autrement B x admettrait un sous-groupe d'ordre s n 
supérieur à s™> . Quel est maintenant le nombre maximum de groupes mono- 
bases d'un ordre supérieur à s, qu'on puisse combiner en un produit ? Les émet- 
tants d'ordre s de tels groupes seront de portée s 2 au moins. Tous ces émettants 
seront donc des sous-groupes de fiT 2 et inversement tout sous-groupe monobase 
d'ordre s de H % est de portée s 2 au moins. Le nombre maximum de sous-groupes 
monobases d'ordre s et de portée s 2 au moins qu'on puisse combiner en un pro- 
duit, est donc égal à m % . Le nombre maximum de groupes monobases d'ordre 
s 2 au moins qu'on puisse combiner en un produit est donc aussi égal à m 2 . Et 
d'une manière générale le nombre maximum de groupes d'ordre s et de portée 
s u au moins, où u<6, qu'on puisse combiner en un produit, est égal à m u . Donc 
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le nombre maximum de groupes monobases d'ordre s w au moins qu'on puisse 
combiner en un produit est aussi égal à m u . Or on peut trouver une décompo- 
sition de Si où il y aura m groupes d'ordre s et de portée s", m e _ x — m e groupes 
d'ordre s et de portée s" -1 , m 9 _ 2 — ni e _- i groupes d'ordre s et de portée s 9-2 , enfin 
m x — m 2 groupes d'ordre s et de portée s* En effet, il suffit de décomposer H e , 
puis si H e _ 1 est différent de H 9 achever la décomposition de H e _ 1 en commen- 
çant par la décomposition de H e , puis achever la décomposition de H e -a en 
commençant par celle de H 9 _ x et ainsi de suite. Une telle décomposition de Hi 
portera le nom de convenable (par rapport au groupe Se) • Je me propose de 
rechercher le nombre des décompositions convenables de Si . 

Pour obtenir une décomposition convenable de Si il faut d'abord décomposer 
H en facteurs monobases, ce qui se fait de 

s m e—l s m e — s s m « — s 2 s ™ e — s ™ e -i 

— . — . — : m ! 

s — 1 s — 1 s — 1 s 1 

manières, puis achever la décomposition de H e _ 1 ce qui se fait de 

s ™e-i— S m « s ro e-i — s m e +1 s^e-i—s™»-!- 1 . . . 

-^zn— s~=ri 7=ï7 - : K~i~« ! 



manières,^ puis il faut achever la décomposition de H e -% ce qui se fait de 

i 
: {m 9 _ % — m,_ x ) ! 



. 8 m e-i s m e-i—s m 0-i + 1 & .™ 8 _ 2 _ g ™ 8 _ 2 -i 



s— 1 s— 1 



manières, .... puis achever la décomposition de II % ce qui se fait de 

m, m s m 2 g m 3 + l § m 2 g m 2 -l 

— . — : (wi, — m 3 ! 

s — 1 s — 1 s 1 

manières, enfin achever la décomposition de H x = Si ce qui se fait de 

s m, s m 2 s m 1 _ s m 2 + l g » 1 _ g »,-l 

— . — :{m l — m i )\ 

s — 1 s — 1 s 1 

manières. Le produit de ces nombres donne le nombre des décompositions con- 
venables de Si- Si dans une décomposition convenable de Si on remplace chaque 

* Quelques-unes des différences m„_i — m u peuvent se réduire à zéro. 

t Quand on a Hg _ i = Hg il faut remplacer l'expression précédente par l'unité et de même pour les 
autres cas où l'on aurait H u — H u _|_ \ . 
18 
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groupe d'ordre s par sont émanant de l'ordre le plus élevé, le produit des groupes 
monobases qu'on obtient de cette manière sera d'ordre 

s »m e -f (0 — l)(m 9 _ 1 — m e ) + (0 — 2)(m g _ 2 — m s _j) + • • • . 2(>% — m 3 ) + (m,— m 2 ) 

de sorte que nous avons obtenu ainsi une décomposition de H« en un produit de 
groupes monobases. Je dis que cette décomposition est univoque quant au 
nombre de ses groupes monobases composants d'un ordre déterminé. 

En effet, si le groupe H e est décomposable en un produit contenant n e groupes 
monobases d'ordre s e , n e _ l — n 6 groupes monobases d'ordre s 9 " 1 , .... n u — n u+1 
groupes monobases d'ordre s u , .... « x — « 2 groupes monobases d'ordre s, on aura 

£ = S m 9 + m fl — 1+ m, + m, __ s n e + » s _ 1 + n^ + n, 

d'où m e + m e _ x + . • . . «^ + »*i = n 9 + «<,_! + • • • • «2 + n i • 

Or le nombre maximum de groupes monobases d'ordre s u au moins, qu'on puisse 
combiner en un produit étant égal à m u , on aura pour toute valeur de u non 
supérieure à $ n u <m u 

et par suite en vertu de l'égalité 

n„ + «<,_!+ .... n 1 = m -\-m () _ 1 + . , . . m lt 
n u = rn a . 

Cherchons maintenant le nombre des décompositions de B e qui correspondent à 
une décomposition convenable de Si- Nous avons vu que chaque groupe d'ordre 
s et de portée s w admet 

^»»„_i + »i„_ 2 4-. . . . m 2 + m 1 — m + 1 

émanants d'ordre s w . Le nombre des décompositions de Es qui correspondent à 
une décomposition convenable de H x est donc égal à 

g m e ( m — l+ m ô — 2 + m i— e + 1 )+Q n e — l~ m 9)( m — 2 + m 9 — 3 + m i— « + 2) + (ms-maKro,— 1) 

g BÏ0m0_ 1 + ro 8 _ 1 m 8 _.2 + ....m s m 2 + m 2 m 1 — /m^-f m _ 1 +.. . .»i) 

En multipliant ce nombre par le nombre des décompositions convenables de Si , 
on aura le nombre des décompositions de H<, en un produit de groupes mono- 
bases. 

Nous avons vu dans le §6 que tout groupe monobase dont l'ordre est une 
puissance de nombre premier, est simple. Il s'ensuit . que tout sous-groupe 
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monobase de B e est simple. Inversement, tout sous-groupe simple de B e est 
monobase. En effet, soit A un tel sous-groupe et w son rang par rapport au 
nombre premier s, le groupe A sera identique à l'ensemble des solutions de 
l'égalité x s» = ! (gr. A y 

Le groupe A est donc égal à un groupe monobase ou à un produit de groupes 
monobases. La dernière supposition étant à excluse, le groupe A sera néces- 
sairement monobase. 

J'aurai besoin encore du lemme suivant. 

Soit A s un groupe monobase d'ordre s et de portée s u , on peut faire figurer 
explicitement, dans une décomposition de U 9 , le groupe A 3 comme émettant d'un 
groupe monobase composant d'ordre s". En effet soit d'abord u<C6, le groupe 
A s étant de portée s u , le groupe H u renfermera des éléments ne faisant pas partie 
deiT„ + 1 . Décomposons d'abord H u+1 , mais de manière que cette décomposi- 
tion de H u+l puisse servir de commencement à une décomposition convenable de 
Bi et puis achevons la décomposition de H u en commenpant par A 8 et après cela 
achevons la décomposition convenable de Hi d'une manière quelconque. Toute 
décomposition de B« correspondant à cette décomposition convenable de Hi aura 
les conditions requises. Pour u = 0, on ferait commencer la décomposition 
convenable de Hi par le groupe A s . 

10. 

Nous avons vu que le groupe H 9 peut être décomposé en un produit de 
groupes monobases* 

g _ As e As 9 As As"- 1 A* 9 - 1 As"- 1 As -* A S 'A S A s 4 S 

>-*e — -tf-i -a-8 .... J3- m ^ m ^ , 1 - a -m e+2 • • • • -a-m e _ 1 .A m , B _ 1 - i - 1 .... ja. OT2 -a ms! + 1 .tt mi!+8 .... Ji. mi 

et que cette décomposition est univoque en ce sens qu'elle renferme un nombre 
déterminé de groupes d'un même ordre. 

Soient Oj, Oj, . .' . . a mi 

les bases des groupes monobases composants d'une décomposition de H 9 et 

v lt v z , . . . . v mi 

* Le nombre m„ peut être égal àtn>ti; alors les groupes d'ordre s" disparaissent dans la décompo- 
sition. 
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es exposants auxquels ces bases appartiennent, l'expression 

afal* . . . . aj£» (où x k = 0, 1 , 2, . . . . x w , k _ 1 ) 

représentera tous les éléments du groupe |3« et chacun d'une seule manière. Je 
dis que si b lt b % , . . . . b n 

sont des éléments du groupe H« et que l'expression telle que 

où y x , y» y n 

sont des nombres entiers quelconques, est susceptible de représenter tous les 

éléments du groupe H», on a 

n > m 1 . 

En effet, soient s*\ s w % s w - 

les exposants auxquels appartiennent les éléments 

o lf o 2 , . . . . b n , 

il suffit de faire parcourir à y k toutes les valeurs depuis jusqu'à s Wk — 1 ; si l'on 
faisait aller y k au delà de s Wk — 1, on n'obtiendrait aucune valeur nouvelle. 

Soient B l7 B % , B 3 B n 

les groupes auxquels b lt b % , . . . . b n 

servent de bases et G 1} G 2 , . . . . C n 

leurs émettants d'ordre s. Si l'on peut combiner les groupes 

B 1 , B % , . . . . B n , 
on aura évidemment 

B e = B 1 B i . . . . B n 

et n = m l . 

Si non, considérons les émettants 

(j\ , t> 2 , . . . . L> n ; 

s'il y en a des égaux entre eux, G k et G t par exemple, on peut remplacer les 
groupes B k et B t par d'autres et il y aura deux cas à considérer : 

1). Un des deux groupes B k et B l est un sous-groupe de l'autre,' B l est un 
sous-groupe de B k par exemple; dans ce cas on peut remplacer B k et B t par le 
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seul groupe B k ; tout élément qui est susceptible d'être représenté comme un 
produit d'un élément de B k par un élément de B % fait partie de B k . 

2). Aucun des deux groupes B k et B t n'est sous-groupe de l'autre. Dans ce 
dernier cas on peut remplacer les groupes B k et B t par deux autres groupes 
monobases B k et B[ ayant des émettants G k et G[ d'ordre s différents entre eux 
et de manière que tout élément qui est susceptible d'être représenté comme un 
produit d'un élément du groupe B k par un élément du groupe B t , soit aussi rep- 
résentable comme un produit d'un élément du groupe B' k par un élément du 
groupe B' t . En effet, les émettants d'ordre s des groupes B k et B t étant égaux 
entre eux, soit d'une manière générale Gf l'émettant de B k d'ordre s u et de 
même Gf l'émettant de B t d'ordre s u ; on aura 

Gf = Gf 
jusqu'à une certaine valeur de u égale à v par exemple où 

l<v, 
V < w k 

et v<^w l . 

On peut supposer d'ailleurs 

w k >w l . 

Cela étant ainsi, les élément bf"~ v et bf'~ v appartiendront à l'exposant s" et 
feront partie de G 8 ' = Gf = Gf par conséquent ; on aura donc 

br-° = br*-» (gr.B,), 

où h n'est pas divisible par s. Posons 

W'-br^L (gr.B.), 

je dis que L appartiendra à l'exposant s w <-". En effet, on a 
jjP, - * _ b hs^ - %T ,- — = ! ( gr . Be) > 

tandis que si l'on avait 

on en tirerait 

jjW"* — 1 = j f "» — » (gr.B»). 

Les groupes i? A et 5, auraient donc en commun un élément appartenant à 
l'exposant s' 0+1 et par suite aussi l'émettant d'ordre s v+1 contrairement à la 
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supposition. Désignons par A le groupe qui a L pour base. Je dis que le 
groupe B k n'a de commun avec A que l'élément-unité. En effet, si ces groupes 
avaient en commun en élément appartenant à l'exposant s Wl ~ v , le groupe A 
serait un sous-groupe de B k et 

b t = Ir l bf w *- Wl 

ferait partie du groupe B k ; le groupe B t serait donc un sous-groupe de B k con- 
trairement à la supposition. De même, si B k et A avaient en commun un 
élément If*' où <C t <C w l — v et z non divisible par s, on aurait 

&**"* ~ w > + %t " = L e * (gr. B e ) 

et les groupes B k et B l auraient en commun un élément bj~ zst appartenant à un 
exposant s ,0 '~ i oùw i — t > v , et par suite les groupes B k et i? z auraient aussi en 
commun l'émettant d'ordre s Wl ~* contrairement à la supposition. Soit donc 

B k A = ^ (gr.B,). 

Je dis que le groupe 4 1 d'ordre s Wk + w >~ v contient tous les éléments qu'on peut 
obtenir en combinant un élément du groupe B k avec un élément du groupe B t . 
En effet, un tel élément 

sera aussi égal à 

et ferait partie de 4* par conséquent 



on remplace B t par A, tout élément de H» pourra encore être représenté comme 
un produit d'éléments de la nouvelle suite de groupes que nous venons d'obtenir. 
Cette nouvelle suite diffère de la précédente en ce qu'un groupe A y est d'un 
ordre s Wl ~ v inférieur à l'ordre s Wi du groupe correspondant de la première suite. 
Tous les autres groupes correspondants des deux suites sont de même ordre. 

Si la nouvelle suite renferme des groupes ayant des émettants d'ordre s 
identiques, on pourra appliquer la même transformation et l'on remplacera 
encore un des groupes par un autre d'un ordre inférieur. Comme cela ne peut 

aller à l'infini, on finira par arriver à une suite que nous désignerons encore par 

B x , B 2 B n 

et dont les émettants d'ordre s 

Gj, 0), • • • . C n 





h{b\ 




'*«""* 


-"i — J ) f+ghs w k- 


W 'L~ 


îenl 


j. Si dans la suite 


Bx, 


±S 2 , .... -tf n 
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seront tous différents entre eux. Le nombre n a d'ailleurs une valeur égale ou 
inférieure à celle qu'il avait précédemment. Cela étant ainsi, si l'on peut com- 
biner les émettants 

^1 > ^2 > • • • • v n , 

on aura H» = S^ . . . . B n 

et n = m x par conséquent. Si non, supposons qu'on puisse combiner les émet- 
tants G 1 , G % , . . . . G k , 

mais que G k+1 ait en commun avec le groupe 

(/= G X G % . . . . G k 

un élément différent de l'élément-unité; G k+1 sera alors un sous-groupe de G. 
Posons de même 

B = B±B % . . . . B k 

et remplaçons la décomposition précédente par une autre 

B = B{B>....B>, 

où l'émettant C !c+1 entre explicitement comme émettant Gl d'un groupe B'h par 
exemple, où h<h. Si dans la dernière suite, on remplace les groupes 

B x , B % , . . . . B k 
par les groupes B[, B' % , .... B' k 

on obtient une nouvelle suite dont les émettants d'ordre s ne seront plus différ- 
ents entre eux. Les ordres des groupes correspondants seront d'ailleurs les 
mêmes dans les deux suites. Il y aura donc lieu d'appliquer une nouvelle trans- 
formation à la suite 

B{, Bi, . . . . B' k , B k+1 , . . . . B n 

et de continuer à appliquer une telle transformation jusqu'à ce qu'on obtienne 
une suite que je désignerai encore par 

-£>!, B 2 , . . . . B n 

et qui n'aura plus d'émettants égaux. Si l'on ne peut combiner les émettants 
d'ordre s de cette nouvelle suite, on la transformera encore en une suite ayant 
des émettants égaux. 

On voit qu'à toute suite telle que 

B lt B z , . . . . B n 
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dont les groupes ne sont pas susceptible d'être combinés en un produit, on peut 
appliquer soit une opération <£> qui consiste à supprimer un groupe tel que B k ou 
à le remplacer par un autre d'un ordre inférieur et cela de manière que la 
nouvelle suite puisse représenter, par la composition, les mêmes éléments que 
celle dont elle provient ; soit, dans le cas où l'opération q> n'est pas applicable, 
une opération ^ qui consiste à remplacer quelques uns des groupes de la suite 
par d'autres de même ordre et cela de manière que la nouvelle suite puisse repré- 
senter, par la composition, les mêmes éléments que celle dont elle provient et 
que la nouvelle suite soit susceptible d'être l'objet de l'opération <p . 

De telles opérations doivent nécessairement aboutir, et l'on finira par arriver 

à une suite de groupes 

B 1 , B % , . . . . B n 

susceptible d'être combinés en un produit et de représenter, par la composition, 
tous les éléments du groupe H». On aura donc 

S, = B 1 B 2 ....B n 

et par suite n = ni 1 . 

La dernière valeur de n est, comme on le voit égale à m 1 ; il s'ensuit que la 
première valeur de n est égale ou supérieure à m 1 . C'est précisément ce que 
nous voulions établir. 

{à suivre.) 
10 juillet 1888. 



